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1. Demostrar la relación ϕ(t, x⃗) = eitHϕ(0, x⃗)e−itH

Usando la definición 66.2

ϕ(t, x⃗) =
∫ 1√

2ωk

Ä
a(k⃗)e−ikx + a†(k⃗)eikx

ä d3k

(2π)3 (1)

Y, por lo tanto se sigue que

ϕ(0, x⃗) =
∫ 1√

2ωk

(
a(k⃗)eik⃗x⃗ + a†(k⃗)e−ik⃗x⃗

) d3k

(2π)3 (2)

Y haciendo la evolución temporal de éste operador obtenemos

eitHϕ(0, x⃗)e−itH =
∫ 1√

2ωk

(
eitHa(k⃗)e−itHeik⃗x⃗ + eitHa†(k⃗)e−itHe−ik⃗x⃗

) d3k

(2π)3 (3)

Por lo que necesitamos calcular la evolución temporal de los operadores a y a†. Usando la definición de
Hamiltoniano dado en la fórmula 68.2

H =
∫
ωka

†(k⃗)a(k⃗) d3k

(2π)3 (4)

Notemos que sumar o restar una constante al anterior Hamiltoniano es irrelevante, pues si consideramos
el Hamiltoniano H + E0, entonces, dado un operador Â arbitrario tenemos

eit(H+E0)Âe−it(H+E0) = eitHeitE0Âe−itHe−itE0 = eitHÂe−itHeitE0e−itE0 = eitHÂe−itH

Por lo tanto tenemos que calcular el operador eitHa(k⃗)e−itH , usando la fórmula 76.1 podemos reescribir
este operador cómo

eitHa(k⃗)e−itH =
∞∑

n=0

(it)n

n! Cn, C0 = a(k⃗), Cn = [H,Cn−1] (5)

Por lo que necesitamos calcular los operadores Cn;

C0 = a(k⃗)

C1 = [H,C0] =
î
H, a(k⃗)

ó
=

∫
ωq

î
a†(q⃗)a(q⃗), a(k⃗)

ó d3q

(2π)3 =
∫
ωq

î
a†(q⃗), a(k⃗)

ó
a(q⃗) d3q

(2π)3

= −
∫
ωq(2π)3δ(3)(k⃗ − q⃗)a(q⃗) d3q

(2π)3 = −ωka(k⃗)

Por lo que vemos que C1 es proporcional a C0, por lo que siguiendo la recursión podemos llegar a la
expresión Cn = (−ωk)na(k⃗). En efecto, supongamos que dicha fórmula es correcta para n− 1, entonces

Cn = [H,Cn−1] =
î
H,ωn−1

k a(k⃗)
ó

= (−ωk)n−1
î
H, a(k⃗)

ó
= (−ωk)na(k⃗)
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Por lo que podemos reescribir la ecuación (5) como

eitHa(k⃗)e−itH =
∞∑

n=0

(it)n

n! Cn =
∞∑

n=0

(−itωk)n

n! a(k⃗) = e−iωkta(k⃗) (6)

Por otra parte, calculando el operador adjunto del anterior obtenemosÄ
eitHa(k⃗)e−itH

ä†
= eitHa†(k⃗)e−itH =

Ä
e−iωkta(k⃗)

ä†
= eiωkta†(k⃗) (7)

Sustituyendo ambas expresiones en la ecuación (3), nos queda finalmente

eitHϕ(0, x⃗)e−itH =
∫ 1√

2ωk

(
a(k⃗)e−iωkteik⃗x⃗ + a†(k⃗)eiωkte−ik⃗x⃗

) d3k

(2π)3∫ 1√
2ωk

Ä
a(k⃗)e−ikx + a†(k⃗)eikx

ä d3k

(2π)3 = ϕ(t, x⃗)

Que es precisamente la ecuación que queríamos demostrar, por lo que efectivamente el campo ϕ es un
operador en la representación de Heisenberg.

2. Demostrar que |ψ(t)⟩I = eitH0,Se−i(t−t′)HSe−it′H0,S |ψ(t′)⟩I
La evolución temporal de los estados en la representación de interacción viene dada por la fórmula

76.4;
|ψ(t)⟩ = eitH0e−itHS |ψ(0)⟩ (8)

Esto lo podemos escribir de forma completamente equivalente como

|ψ(0)⟩ = eitHSe−itH0 |ψ(t)⟩

Ambas expresiones son correctas para cualquier valor de t, pero notemos que el estado |ψ(0)⟩ es indepen-
diente de cual sea el valor de t, por lo que podemos encontrar la relación entre |ψ(t)⟩ y |ψ(t′)⟩ juntando
ambas expresiones:

|ψ(t)⟩ = eitH0e−itHS |ψ(0)⟩ = eitH0e−itHSeit′HSe−it′H0 |ψ(t′)⟩ (9)

Usando la fórmula de Baker-Campbell-Hausdorff (57.1), debido a que [HS , HS ] = 0 podemos escribir

e−itHSeit′HS = e−iHS(t−t′)

Por lo que llegamos al resultado final;

|ψ(t)⟩ = eitH0e−itHS |ψ(0)⟩ = eitH0e−i(t−t′)HSe−it′H0 |ψ(t′)⟩ (10)

Ahora debemos comprobar que este operador cumple la ecuación de Schrödinger. Definiendo

U(t, t′) = eitH0,Se−i(t−t′)HSe−it′H0,S (11)

empecemos haciendo la derivada temporal;

∂tU(t, t′) = ∂t

Ä
eitH0e−i(t−t′)HSe−it′H0

ä
= ∂te

itH0e−i(t−t′)HSe−it′H0 + eitH0∂te
−i(t−t′)HSe−it′H0

= iH0e
itH0e−i(t−t′)HSe−it′H0 − ieitH0HSe

−i(t−t′)HSe−it′H0

= iH0U(t, t′) − ieitH0HSe
−itH0U(t, t′)

Pero en el segundo término podemos usar que los operadores en la imagen de interacción y la imagen de
Schrödinger se relacionan con

HI = eitH0HSe
−itH0

Por lo que podemos reescribir la derivada de U como

∂tU(t, t′) = iH0U(t, t′) − iHIU(t, t′) = −i(HI −H0)U(t, t′) = −iH ′
IU(t, t′)
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Multiplicando todo por i
i∂tU(t, t′) = H ′

IU(t, t′) (12)

Finalmente, si consideramos los operadores U(t) junto con el producto definido como

U(t2)U(t1) = U(t0 + t1 + t2, t0 + t1)U(t0 + t1, t0) (13)

estos forman un grupo. Para demostrarlo debemos comprobar cuatro propiedades:

0) Clausura

1) Asociatividad

2) Existencia de elemento neutro

3) Existencia de elemento inverso

Empecemos con las propiedades triviales; el grupo tiene elemento neutro; es el operador U(0);

U(0)U(t) = U(t0 + t+ 0, t0 + t)U(t0 + t, t0) = ei(t0+t)H0e0e−i(t0+t)H0U(t0 + t, t0) = U(t0 + t, t0) = U(t)

Por otra parte, el operador U(−t) es el operador inverso de U(t);

U(−t)U(t) = U(t0, t0 + t)U(t0 + t, t0) = eit0H0eitHSe−i(t0+t)H0ei(t0+t)H0e−itHSe−it0H0

= eit0H0e−it0H0 = U(t0, t0) = U(0)

Comprobemos ahora la propiedad de clausura, que nos dice que el producto de dos operadores U(t2)U(t1)
corresponde con otro operador U(t);

U(t2)U(t1) = U(t0 + t1 + t2, t0 + t1)U(t0 + t1, t0)

= ei(t0+t1+t2)H0,Se−it2HSe−i(t0+t1)H0,Sei(t0+t1)H0,Se−it1HSe−it0H0,S

= ei(t0+t1+t2)H0,Se−it2HSe−it1HSe−it0H0,S

= ei(t0+t1+t2)H0,Se−i(t1+t2)HSe−it0H0,S

= U(t0 + t1 + t2, t0) = U(t1 + t2)

La única propiedad que nos queda es la propiedad asociativa;

U(t3) [U(t2)U(t1)] = U(t3)U(t1 + t2) = U(t1 + t2 + t3)

[U(t3)U(t2)]U(t1) = U(t2 + t3)U(t1) = U(t1 + t2 + t3)

Con lo que queda demostrado que efectivamente los operadores U(t) forman un grupo.
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