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1. Demostrar la relacién ¢(t,7) = ¢ (0, 7)e "4

Usando la definicién 66.2
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Por lo que necesitamos calcular la evolucién temporal de los operadores a y af. Usando la definicién de
Hamiltoniano dado en la férmula 68.2
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Notemos que sumar o restar una constante al anterior Hamiltoniano es irrelevante, pues si consideramos
el Hamiltoniano H + Ej, entonces, dado un operador A arbitrario tenemos

H= / wea (R)a(F)

ezt(H+E0)Ae—zt(H+E0) _ etheztEOAe—the—ztEo — ethAe—theztEoe—ztEo — ethAe—th

Por lo tanto tenemos que calcular el operador e (E) tH usando la férmula 76.1 podemos reescribir
este operador cémo
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Por lo que necesitamos calcular los operadores Cp,;
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Por lo que vemos que C es proporcional a Cp, por lo que siguiendo la recursién podemos llegar a la
expresion C,, = (—wg)"a(k). En efecto, supongamos que dicha férmula es correcta para n — 1, entonces

Cp = [H,C 1] = [H,wp  alk)] = (—wr)"[H, a(k)] = (—wi)"a(F)



Por lo que podemos reescribir la ecuacién (5) como

itH (7N, —itH _ = (it)" _ = (—itwy)" = _—iwpt (T
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Por otra parte, calculando el operador adjunto del anterior obtenemos

(eitHa(E)efitH)T — ¢itH gt (F)eitH = (efiwkta(]g))—i‘ — ertat(E) (7)
Sustituyendo ambas expresiones en la ecuacién (3), nos queda finalmente
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Que es precisamente la ecuacién que queriamos demostrar, por lo que efectivamente el campo ¢ es un
operador en la representacién de Heisenberg.

2. Demostrar que [)(t)); = e/foseil=)Hso=it'Hos |4)(¢')) |

La evolucién temporal de los estados en la representacién de interaccién viene dada por la féormula
76.4;

[W(t)) = e Hoe"s [y (0)) (8)
Esto lo podemos escribir de forma completamente equivalente como
[(0)) = e e [yy(t))

Ambas expresiones son correctas para cualquier valor de ¢, pero notemos que el estado [1(0)) es indepen-
diente de cual sea el valor de t, por lo que podemos encontrar la relacién entre |(t)) y [(¢')) juntando
ambas expresiones:

|'l/)(t)> _ eitHoefitHS W}(O» _ eitHoefitHseit'Hsefit'Ho W}(tl» (9)
Usando la férmula de Baker-Campbell-Hausdorff (57.1), debido a que [Hg, Hg] = 0 podemos escribir
—itHs git'Hs _ ,—iHs(t—t')
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Por lo que llegamos al resultado final;

|¢(t)> _ eitngfitHg W}(O» _ eitngfi(tft')ngfit'Ho W}(t/» (10)

Ahora debemos comprobar que este operador cumple la ecuacién de Schrodinger. Definiendo
U(t, ) = it seili=0)Hs =it Ho.s (11)
empecemos haciendo la derivada temporal;
atU(t, t’) -0 (eitHoe—i(t—t’)Hse—it’Ho) _ ateitHoe—i(t—t’)Hse—it’HU + eitHo ate—i(t—t’)Hse—it’HU
_ iHOeitHo e—i(t—t/)Hse—it’Ho B Z-eitHOHSe—i(t—t’)Hse—it/Ho
= iHoU(t,t') — ie"™Ho Hge " Hour (¢, 1)

Pero en el segundo término podemos usar que los operadores en la imagen de interaccién y la imagen de
Schrodinger se relacionan con
HI — ethgHseftho

Por lo que podemos reescribir la derivada de U como

O U (t,t") = iHoU(t,t') —iHU(t,t') = —i(H; — Ho)U(t,t') = —iHU(t,t")



Multiplicando todo por %

[i0U(tt) = H{U(Y)

(12)

Finalmente, si consideramos los operadores U(t) junto con el producto definido como
U(t2)U(t1) = Ulto + t1 + ta, to +t1)U(to + t1,t0) (13)
estos forman un grupo. Para demostrarlo debemos comprobar cuatro propiedades:
0) Clausura
1

Asociatividad

2) Existencia de elemento neutro

)
)
)
) Existencia de elemento inverso
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Empecemos con las propiedades triviales; el grupo tiene elemento neutro; es el operador U(0);
UOYU(t) = Ulto+t +0,tg 4+ t)U(tg + t, tg) = et Ho O =it o1 (10 4 ¢ #0) = Uty + t,to) = U(t)
Por otra parte, el operador U(—t) es el operador inverso de U(t);

U(—0)U(t) = Ulto, to + t)U (to + t, tg) = e*'oHoeitHs g=ilto D) Hogilto+0) Ho g—itHs g ~itoHo
_ eitoHoe*itOHO = U(tO’tO) = U(O)

Comprobemos ahora la propiedad de clausura, que nos dice que el producto de dos operadores U (t2)U (t1)
corresponde con otro operador U (t);

U(tQ)U(tl) =U(to + t1 + to, to + t1)U(to + t1,10)

— ei(t0+t1+t2)H0,Se_itZHSe_i(t0+t1)HO,Sei(tO"’tl)HO,Se_itlHSe_itOHO,S
— iltottittz)Ho,s =itz Hs j—it1 Hs ,—ito Ho,s
— ¢iltottitta)Ho,s o—i(ti+t2)Hs o—itoHo,s

= U(to 4+t + tz,t()) = U(tl + tg)
La tnica propiedad que nos queda es la propiedad asociativa;
Ul(ts) [U(t2)U(t1)] = U(ts)U(t1 + to) = Uty + t2 + t3)

[U(ts)U(t2)]U(t1) = U(ta +t3)U(t1) = Uty +ta +t3)

Con lo que queda demostrado que efectivamente los operadores U(t) forman un grupo.



